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1. Алгебра Собреро /Ing. Dott. Luigi Sobrero,
(1934)/

S := {s = a+jb+j2c+j3d : a, b, c, d ∈ R}, (1+j2)2 = 0.

s = · · · = a1 + Ib1 + (c1 + Id1) Ω,

a1 = a− c, b1 = b+d
2 , c1 = d− 3

2
b+d

2 , d1 = c1,

I :=
1

2

(
3j + j3

)
, I2 = −1,

Ω := 1 + j2, Ω2 = 0.

S ∼= C
⊕

ΩC.
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Аналiтичнi функцiї:
µs0 := {s0 = x+ jy : x, y ∈ R}, Ds0 — область в µs0.

Φ : Ds0 −→ S :

Φ′(s0) := lim
µs03∆s0→0

Φ(s0 + ∆s0)− Φ(s0)

∆s0
∀s0 ∈ Ds0.

Аналог ум. СR:

∂Φ

∂y
= j

∂Φ

∂y
⇔

ay = −dx, by = ax, cy = bx− 2dx; Φ = a+ jb+ j2c+ j3d.

∆2d(x, y) :=

(
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
d(x, y) = 0 (1)

при всiх (x, y) ∈ {(x, y) : x+ jy ∈ Ds0}.
Собреро: Φ(s0) := Φ(s0 + j2c+ j3d), c,d — фiксованi.

Елементарнi функцiї: es0, log s0, sn0 , n = 1, 2, . . .
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Ханс Георг Хан ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ Основы
линейной теории и ее применения /Перевод с немецко-
го Е. А. Когана, под ред. Э. И. Григолюка, зав-ий ре-
дакц. доктор физ.-мат. наук, профессор Б. В. Шабат/,
М.: Изд-во «МИР», 1988, 344 c.:

"Упомянем еще метод Собреро [34] решения пло-
ской задачи теории упругости с помощью гиперком-
плексных функций напряжений; он малоэффективен
(см. относящиеся к этому вопросу работы [35, 36])

стр. 121 (Гл. 6 «Обзор различных методов решения
уравнений теории упругости»).

34. Sobrero L. Theorie der ebenen Elastizitat. —
Hamburger Math. Einzelschr., 1934, 17.

35. Schmidt K. Behandlung ebener Elastizi-
tatsprobleme mit Hilfe hyperkomplexer Singularitaten. —
Ing.-Arch., 1951, 19, 324—341.

36. Stahl K. Cber die Losung ebener Elasti-
zitatsaufgaben in komplexer und hyperkomplexer
Darstellung. — Ing.-Arch., 1954, 22, 1—20.
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2. Бiгармонiчна алгебра

B := {c1e+ c2ρ : ck ∈ C, k = 1, 2}, ρ2 = 0, (2)

Тв.: B ∼= S.
В. Ф. Ковальов та I. П. Мельниченко (в 1976 р.) роз-

глянули алгебру B, давши їй термiн бiгармонiчна ал-
гебра, та її бiгармонiчнi базиси (e1, e2):

(e2
1 + e2

2)
2 = 0, e2

1 + e2
2 6= 0. (3)

I. П. Мельниченко (1986 р.) описав усi бiгармонiчнi
базиси:

e1 = α1e+ α2ρ, e2 = ±
(
α1e+

(
α2 −

1

2α1

)
ρ

)
,

α1 ∈ C \ {0}, α2 ∈ C, а також показав, що серед 2-dim
комутативних алгебр з одиницею над R або C, що мi-
стять базиси з властивiстю (3), єдиною є бiгармонiчна
алгебра.
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2.1 Моногеннi функцiї

Фiкс. ББ (e1, e2):

e1 = e, e2 = e1 + 2ie2,

(ρ = 2e+ 2ie2).
µ := {ζ = xe1 + ye2 : x, y ∈ R}, Dζ — область в µ.

Φ : Dζ −→ B :

Φ′(ζ) := lim
µ3∆ζ→0

Φ(ζ + ∆ζ)− Φ(ζ)

∆ζ
∀ζ ∈ Dζ .

Аналог ум. СR:

∂Φ

∂y
= e2

∂Φ

∂x
⇔

U1y = U3x, U2y = U4x, U3y = U1x−2U4x, U4y = U2x+2U3x,

Φ(ζ) = U1(x, y) e1+U2(x, y) ie1+U3(x, y) e2+U4(x, y) ie2,

(4)
ζ = xe1 + ye2, Uk : D −→ R, k = 1, 4,
D := {(x, y) : ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ}.
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2.2 Зображення моногенних функцiї через
аналiтичнi функцiї комплексної змiнної

Має мiсце зображення (Грищук С.В., Плакса С.А. (2009))
довiльної моногенної функцiї Φ : Dζ −→ B через двi

аналiтичнi функцiї F, F0 : Dz −→ C, k = 1, 2,
комплексної змiнної

z ∈ Dz := {z = x+ iy ∈ C : xe1 + ye2 ∈ Dζ}:

Φ(ζ) = F (z)e1 −
(
iy

2
F ′(z)− F0(z)

)
ρ∀ζ ∈ Dζ . (5)

В.Ф. Ковальов встановив (1986) формулу (5) для
областей, що є опуклими у напрямку осi Oy.
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2.3 Моногеннi та бiгармонiчнi функцiї
Оскiльки

∆2Φ(ζ) = (e2
1 + e2

2)
2Φ(4)(ζ) = 0 ∀ζ ∈ Dζ ,

то ∆2Uk(ζ) = 0, k = 1, 4, для компонент розкладу

Φ(ζ) = U1(x, y) e1+U2(x, y) ie1+U3(x, y) e2+U4(x, y) ie2.

Доведено, що кожна бiгармонiчна функцiя у
однозв’язнiй областi є першою компонентою
вiдповiдної моногенної функцiї, знайдено кон-
структивний опис усiх таких моногенних фун-
кцiй; встановленi основнi аналiтичнi властивостi моногенних функцiй, що є

аналогiчними до властивостей голоморфних функцiй комплексної змiнної: iнте-

гральнi теорема i формула Кошi, теорема Морери, теорема єдиностi, розвинення

Тейлора i Лорана;
нехай u(x, y) — бiгармонiчна функцiя у однозв’язнiй
областi D, тодi ∃Φ(ζ) = u(x, y)e1 + . . .

( Грищук С.В., Плакса С.А. (2009)).
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2.4 Крайова (1-3)-задача для мон-их функцiй
Розглянемо крайову задачу типу задачi Шварца для
моногенних функцiй Φ : Dζ −→ B в областiDζ , яка по-
лягає у знаходженнi моногенної в Dζ функцiї за зада-
ними граничними значеннями першої та третьої ком-
понент Uk = Uk [Φ], k ∈ {1, 3}, з розкладу (4), тбт.
ставляться наступнi крайовi умови:

U1(x, y) = u1(ζ) , U3(x, y) = u3(ζ) ∀ ζ ∈ ∂Dζ ,
(6)

де u1 та u3 — фiксованi дiйснозначнi функцiї границi
∂Dζ областi Dζ . Дану задачу, назвемо (1-3)-задачею
для моногенних функцiй в областi Dζ .

Вперше такого типу задачi розглядав В.Ф. Кова-
льов (1986) за умови, що uk ∈ H1+α(∂Dζ), 0 < α < 1,
область Dζ є опуклою у напрямку Oy, обмежена глад-
ким контуром ∂Dζ .

Вiн вживав для (1-3)-задачi термiн — "основна кра-
йова задача Шварца".
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2.5 (1-3)-задача та крайовi задачi для бiгар-
монiчних функцiй
Нехай D — обмежена область площини xOy. Бiгар-
монiчна задача полягає у знаходженнi бiгармонiчної
функцiї V : D −→ R за крайовими умовами:

lim
(x,y)→(x0,y0), (x,y)∈D

∂V (x, y)

∂x
= v1(x0, y0) ,

lim
(x,y)→(x0,y0), (x,y)∈D

∂V (x, y)

∂y
= v3(x0, y0) ∀ (x0, y0) ∈ ∂D ,

(7)
де vk : ∂D −→ R, k ∈ {1, 3}.

Нехай Φ1: Φ1(ζ) = V (x, y) e1 + V2(x, y) ie1 +
V3(x, y) e2 + V4(x, y) ie2.

З умови CRB з Φ = Φ1 ⇒ V3(x, y)x = V (x, y)y. Отже,

Φ′1(ζ) = Vx e1 + V2x ie1 + Vy e2 + V4x ie2 (8)

⇒ бiгармонiчна задача з крайовими умовами (7) зво-
диться до (1-3)-задачi в областiDζ для функцiї Φ ≡ Φ′1
з крайовими умовами (6) з uk := vk, k ∈ {1, 3}.

Основна бiгармонiчна задача ∀ (x0, y0) ∈ ∂D:

W (x0, y0) = w1(x0, y0),
∂W

∂n
(x0, y0) = w2(x0, y0) ,

(9)
де wk ∈ C1(∂D), k = 1, 2, зводиться до розв’язання вiд-
повiдної бiгармонiчної задачi (терм. "Ocн. бiг. з. Шв.").
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2.5 Методи розв’язання (1-3)-задачi та вiд-
повiдних крайових задач для бiгармонiчних
функцiй

Ковальов В.Ф. (1986) окреслив можливiсть реду-
кцiй бiгармонiчних задач Шварца до (1-4)-задачi, сут-
тєвим при цьому є властивiсь того, що

f(z) := (U1 − U4) + i (U2 + U3) , z = x+ iy ∈ Dz,

є аналiтичною функцiєю комплексною змiнної та, за-
стосування формул розв’язкiв для класичних задач
Шварца.
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Дослiджено ( Грищук С., Плакса С., (2015-2017))
розв’язнiсть (1-3)-задачi в формi гiперкомплексного iн-
теграла типу Кошi

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
∂Dζ

(
ϕ1(τ)e1+ϕ3(τ)e2

)
(τ−ζ)−1 dτ ∀ ζ ∈ Dζ ,

(10)
де функцiї ϕ1 : ∂Dζ −→ R i ϕ3 : ∂Dζ −→ R за-
довольняють умови Дiнi типу

∫ 1

0
ω(ϕ,η)
η d η < ∞,

ω(ϕ, ε) := sup
τ1,τ2∈∂Dζ , ‖τ1−τ2‖≤ε

‖ϕ(τ1)− ϕ(τ2)‖.

Тодi (1-3)-задача та вiдповiднi бiгармонiчнi крайо-
вi задачi редуковано до системи iнтегральних рiвнянь
Фредгольма вигляду:

gm(t)

2
+

1

2π

∞∫
−∞

gm(η)Km(t, η) dη−

−1

π

∞∫
−∞

gn(η)Kn(t, η) dη = ũm(t) ∀t ∈ R,

{(m,n)} = {(1, 3), (3, 1)}.
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2.4 Cистема Ляме для iзотропного тiла та
компоненти моногенних функцiй

Let a function (4) is monogenic in a domain Dζ. Then
the next pairs of functions

u(x, y) =
2

c
U1(x, y)− 2 + c

c
U4(x, y), v(x, y) = U2(x, y);

u(x, y) = −2 + c

c
U2(x, y)−2(1 + c)

c
U3(x, y), v = U4(x, y);

u(x, y) = −2

c
U2(x, y)−2 + c

c
U3(x, y), v(x, y) = U1(x, y)

are solutions the Lamé equilibrium system in di-
splacements {

∆u+ c∂θ∂x = 0,

∆v + c∂θ∂y = 0,

where θ := ∂u
∂x + ∂v

∂y , c := (λ+ µ)µ−1.
General result:

{(m, k)} = {(1, 4), (2, 3)}; n ∈ {1, . . . , 4}, n 6= m,n 6= k ⇒

∃αn, αk : {u, v} = {Un, αnUn + αkUk}.

Note, that this statement (Г, (2015)) is a generalizati-
on of a result (V. Kovalov, I. Mel’nichenko, (1988)) to a
general bounded domain Dζ . Another results of
(V. Kovalov, I. Mel’nichenko, (1988)) are also generalized
to this case.
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3. Напiвпроста 2-dim алгебра
Алгебра B0 = {c1e + c2ω : ck ∈ C, k = 1, 2}, ω2 = e,
мiстить базис (e1, e2), такий, що

e4
1 + 2pe2

1e
2
2 + e4

2 = 0

для кожного фiксованого p > 1 (I. П. Мельниченко,
В.Ф. Ковальов (1991)).

1) Здiйснено описання множини {(e1, e2)} у явном ви-
глядi (C.В. Грищук (2018)).

2) Побудовано B0-значнi “аналiтичнi” функцiї Φ, такi, що їх дiйснозначнi ком-

поненти задовольняють рiвняння для знаходження функцiї напружень u у

випадку плоских ортотропних деформацiй(
∂4

∂x4
+ 2p

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0∀(x, y) ∈ D.

(11)
(I. П. Мельниченко , В.Ф. Ковальов (1991);
C. В. Грищук (2018)).

3) Нехай u(x, u) — розв’язок рiвняння (11) в одно-
зв’язнiй областi D, тодi ∃Φ(ζ) = u(x, y)e1 + . . .

(C. В. Грищук (2018)).

4) Рiвняння Ляме:(
a1k

∂

∂x
+ a2k

∂

∂y

)
uk(x, y) + bm

∂2um(x, y)

∂x∂y
= 0 вD,

{(k,m)} = {(1, 2), (2, 1)}, u1 := u, u2 := v.

Розв’язки виду: uk :=
∑4

k=1 α1,kUk(x, y)
(I. П. Мельниченко, В.Ф. Ковальов (1991);
C. В. Грищук (2018)).
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Дякую за Увагу!!!
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